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基于 ＦＤＴＤ算法的新型亚网格技术
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（安徽大学计算智能与信号处理教育部重点实验室，安徽合肥 ２３００３９）

　　摘　要：　提出了一种基于空间滤波（ＳｐａｔｉａｌＦｉｌｔｅｒｉｎｇＦｉｎｉｔｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＴｉｍｅＤｏｍａｉｎ，ＳＦＦＤＴＤ）算法的亚网格技
术，使得ＦＤＴＤ算法的ＣｏｕｒａｎｔＦｒｉｅｄｒｉｃｈＬｅｖｙ（ＣＦＬ）稳定性条件可通过空间频域滤波操作得以提高，从而获得高稳定
度ＦＤＴＤ算法．进一步将ＳＦＦＤＴＤ算法应用到亚网格技术中，可使亚网格区域时间步长的选取取与粗网格一致，从而
极大地提高了计算效率．数值计算结果表明，在求解带有精细结构的电磁问题上，所提算法具有较高的准确性和有
效性．
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１　引言

　　时域有限差分（ＦＤＴＤ）算法［１，２］作为一种高效灵活

的电磁计算工具，在计算电磁学的研究中起着重要的

作用．传统的ＦＤＴＤ方法所能模拟的最小尺寸均不小于
一个网格，对模拟的尺寸小于一个网格，若近似为一个

网格，会给计算带来误差．以上计算误差可通过对计算
区域进行精细剖分来减小，但这样处理会占用更多的

内存．另外，基于ＦＤＴＤ算法的显示特性，其时间步长需
满足ＣＦＬ稳定性条件［３～５］，精细剖分也会使得时间步长

的取值变小，增加了计算时间，因此，亚网格技术应运而

生［６，７］，即在局部精细结构中采用细网格剖分，其他部

分采用粗网格剖分，这样，在保证了计算精度的同时也

降低了计算所需内存．由于两种剖分区域的网格尺寸

不同，因此对应着不同的 ＣＦＬ条件．若粗细网格区域都
取统一的时间步长，使其同时满足两种区域的 ＣＦＬ条
件，这样在粗细网格区域边界只进行空间插值即可，但

由于细网格的尺寸较小，为了满足细网格的 ＣＦＬ条件，
统一的时间步长相对于粗网格的最大离散时间步长来

说较小，导致总的计算时间较长．若在各自区域都选择
其相对应的最大离散时间步长，则在粗细网格边界上

即要进行空间插值又要进行时间插值［８］，这样处理会

带来双重误差，同时也使得亚网格技术的应用变的十

分复杂．为了提高计算效率和避免时间插值处理，一些
学者提出在亚网格区域采用 ＡＤＩＦＤＴＤ算法［９～１１］进行

场值计算，由于 ＡＤＩＦＤＴＤ算法不受 ＣＦＬ条件的限制，
在亚网格区域可选取与粗网格区域一致的的时间步

长，避免了时间插值处理，提高了计算效率．但 ＡＤＩ
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ＦＤＴＤ算法迭代公式较为复杂，概念比较抽象，应用到
亚网格技术中将会给编程带来很大的困难．２０１０年，
Ｃｏｓｔａｓ提出了一种可扩展 ＣＦＬ稳定性条件的 ＳＦＦＤＴＤ
算法［１２］，在 ＦＤＴＤ时域迭代中，将空间时域场值通过频
域变换转换到空间频域，接着滤除因时间步长的扩展

而变得异常活跃的高频分量，然后进行逆空间频域变

换，最后达到稳定的状态．这种方法不改变常规 ＦＤＴＤ
的迭代公式，在实际的编程中，只需在 ＦＤＴＤ迭代中增
加滤波操作即可．本文的主要工作是将 ＳＦＦＤＴＤ方法
应用到亚网格技术中，给出了 ＳＦＦＤＴＤ方法对亚网格
区域场分量分布的要求及整个计算区域场值的迭代顺

序，文中数值结果证明了 ＳＦＦＤＴＤ亚网格技术的准确
性和有效性．

２　ＦＤＴＤ中ＣＦＬ稳定性条件扩展
　　常规 ＦＤＴＤ方法的 ＣＦＬ条件可以从（１）式的色散
关系式导出

ｓｉｎ２ωΔｔ２ ＝

（ｃΔｔ）２ ｓｉｎ
２ｋｘΔｘ
２

Δｘ２
＋
ｓｉｎ２
ｋｙΔｙ
２

Δｙ２
＋
ｓｉｎ２
ｋｚΔｚ
２

Δｚ







２

（１）

式中ｃ为光速，Δｘ，Δｙ，Δｚ和 ｋｘ，ｋｙ，ｋｚ为各方向的网格
尺寸和空间波数．由式（１）知，上式右端值的上界为１，
假定式（１）右端正弦项取最大值１，可以得到如下的关
系式：

Δｔ＝ １
１／（Δｘ）２＋１／（Δｙ）２＋１／（Δｚ）槡

２·ｃ
（２）

式（２）即为三维 ＦＤＴＤ的 ＣＦＬ稳定性条件．式（１）
右端正弦项可取最大值１表明：ｋΔ可取０到奈奎斯特
极限π之间的任意值．由ＦＤＴＤ的数值色散条件（ＦＤＴＤ
区域最大网格尺寸至多为工作波长的十分之一）可知：

模拟信号的空间频谱的有用部分在ｋΔ≤０２π范围内，
其余的直到π的频谱范围被认为是色散误差而忽略不
计，因此即使去除这部分分量，对 ＦＤＴＤ计算结果的影
响也可以忽略不计［１０］．在常规的 ＦＤＴＤ计算中，这些在
０２π以外的高频分量处于不活跃的状态，并且值几乎
为零，但是当时间步长超过常规ＦＤＴＤ的最大离散时间
步长时，这些高频分量将会变得异常活跃，数值不断增

大，从而导致数值计算结果的发散．通过以上分析可知，
可通过滤除高频分量来获得更加宽松的ＣＦＬ条件．

假定Δｘ＝Δｙ＝Δｚ＝Δ，波数限制在一个以ｋｍａｘ为球
半径的波数范围内，即：

ｋｘ＝ｋｍａｘｓｉｎθｃｏｓ
ｋｙ＝ｋｍａｘｓｉｎθｓｉｎ
ｋｚ＝ｋｍａｘｃｏｓθ

（３）

将式（３）代入式（１）右端可得：

Δｔ≤ Δ
槡３·ｃ

１
ｓｉｎ（ｋｍａｘΔ／槡２３）

＝Δｔｓ×ＣＥ （４）

式（４）中Δｔｓ为常规ＦＤＴＤ的ＣＦＬ稳定性极限值，ＣＥ表
示ＦＤＴＤ的ＣＦＬ可扩展的倍数，由公式可知 ＣＥ是一个
大于或等于１的值．在二维 ＦＤＴＤ中，可假定波数限制
在一个以ｋｍａｘ为圆半径的波数范围内，令 ｋｘ＝ｋｍａｘｃｏｓ，
ｋｙ＝ｋｍａｘｓｉｎ，将其代入二维 ＦＤＴＤ色散关系式中，得到

ＣＥ＝１／ｓｉｎ（ｋｍａｘΔ／槡２ ２），因此对于 Ｎ（Ｎ＝１，２，３）维
ＦＤＴＤ，ＣＥ可用式（５）进行表示：

ＣＥ＝１／ｓｉｎ（ｋｍａｘΔ／２槡Ｎ） （５）
实现ＣＦＬ条件扩展的实际过程是空间频域滤波，

需要在每一次的ＦＤＴＤ迭代中执行．首先将所有场分量
从空间域变换到离散空间频域，然后应用低通滤波器，

最后进行逆空间频域变换将所有场从离散空间频率变

换到空间域．为了完整性，下面提供对算法更正式的
描述：

下面以二维ＦＤＴＤ为例，当扩展因子ＣＥ确定以后，
根据式（５）求出 ｋｍａｘ，定义一个以 ｋｍａｘ为半径的圆形低
通滤波器：

ｆ（ｋ）＝ １， ｋ２ｘ＋ｋ
２

槡 ｙ≤ｋｍａｘ
０， 其他{ ．

（６）

由于上述低通滤波器不能直接应用到空间域中，

因此需要把场分量从空间域转换到空间频域中，具体

的操作步骤如下：

（１）将空间电磁分量进行频域变换：
Ｅｎ（ｋ，ｎΔｔ）＝ＦＥｎ ｒ，ｎΔ( )( )ｔ （７）

Ｆ表示空间频域变换．
（２）将式（６）的滤波函数与式（７）相乘积：

Ｅｎ（ｋβ，ｎΔｔ）＝ｆ（ｋ）（Ｅｎ（ｋ，ｎΔｔ）） （８）
（３）将频域下的 Ｅｎ（ｋβ，ｎΔｔ）进行逆变换转换到空

间域：

Ｅｎ（ｒβ，ｎΔｔ）＝Ｆ－１（Ｅｎ（ｋβ，ｎΔｔ）） （９）
Ｆ－１表示逆空间频域变换．

（４）应用边界条件．
以上即为空间滤波算法在 ＦＤＴＤ中的具体操作步

骤，需要注意的是空间频域变换会“抹去”ＦＤＴＤ算法的
边界条件，因此在每一次的滤波操作以后都需要重新

加载边界条件．在ＦＤＴＤ中加上以上滤波步骤即可扩展
ＦＤＴＤ的ＣＦＬ条件，从而提高ＦＤＴＤ的计算效率．

３　ＳＦＦＤＴＤ亚网格技术
　　在应用亚网格技术时，最重要的内容是粗细网格
边界上场值的交换方式以及粗细网格中场分量的分

布．本文以二维ＴＭ波为例（Ｈｘ，Ｈｙ，Ｅｚ）进行介绍，粗细

５４９２
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网格中场分量的分布和电磁交换方式分别如图１和图
２所示，粗细网格尺寸比为３：１，其他奇数比也是可行
的．在图１中，磁场位于网格的边缘，电场位于网格的中
心，黑色圆点表示粗网格电场值，灰色圆点代表细网格

电场值，带有黑色圆环的灰色圆点是粗细网格电场值

重叠的部分．图中红色箭头表示粗网格磁值，灰色箭头
表示需要进行插值计算的细网格磁场值．在计算区域
进行电磁计算时，在两种网格的边界处，细网格中场值

更新需要的部分数据是缺失的，由于无法从粗网格上

直接获得，这时需要用数据插值的方法来获得．本文选
择这种电磁场分布是因为它可以更好地与 ＳＦＦＤＴＤ算
法进行结合．由于电场和磁场的对偶性和相互性，若电
场（磁场）分量保持稳定，则相对的磁场（电场）分量也

保持稳定，因此可以只对电场或者磁场进行滤波操作，

这样比对所有电磁分量进行滤波处理节约更多的时

间，本文选择只对电场进行滤波．一般情况下，边界条件
在频域中对应高频分量，滤波操作会滤出这些高频分

量，这样会降低ＳＦＦＤＴＤ算法的计算精度．本文中电场
都处于细网格中心，所有的电场分量都可以通过细网

格区域的时域迭代公式求出，不需要进行插值运算，因

此对频域下的电场分量进行滤波时不会受到粗细网格

边界的影响．

采用如图２所示的电磁交换方式时，在粗细网格边
界上，将粗网格上的磁场值Ｈｘ，Ｈｙ赋予相同位置上的细
网格ｈｘ，ｈｙ．图２所示的橙色箭头所表示的细网格磁场
分量为亚网格区域中电磁计算需要用到的磁场值，这

些磁场分量可以通过插值计算得到．本文采用简单的
线性插值技术，如图３所示，以ｘ方向磁场为例，根据插
值点与粗网格区域磁场值的空间距离来确定插值系

数，则ｈ１和ｈ２可以通过式（１０）和（１１）得到：

ｈ１＝
２
３×Ｈ２＋

１
３×Ｈ５ （１０）

ｈ２＝
１
３×Ｈ２＋

２
３×Ｈ５ （１１）

为了更好地说明这种场值的更新顺序和交换方

式，下面通过流程图来给出整个计算区域电磁场分量

的详细计算过程．

４　数值算例
　　为了验证上述ＳＦＦＤＴＤ亚网格技术的正确性和有
效性，下面通过两个数值算例来进行验证．

算例１　仿真模型如图５所示，计算区域的网格尺
寸Δｘ＝Δｙ＝００１５ｍ，为工作波长的十分之一，总的计
算空间大小为１２×１２ｍ．在计算区域的右下角，将大
小为０３×０３ｍ的计算区域用细网格剖分，细网格的
网格尺寸为Δｘ＝Δｙ＝０００５ｍ，粗网格和细网格区域的
时间步长Δｔ都取粗网格区域的最大离散时间步长．源
被放置在计算区域的中心，其时域形式为 ｓｏｕｒｃｅ（ｔ）＝
ｅ－（ｔ－ｔ０／Ｔｗ）

２

，其中 Ｔｗ＝０３２ｎｓ，ｔ０＝４Ｔｗ．计算区域四周被
ＣＰＭＬ包围，ＣＰＭＬ的厚度为１０层，ＣＰＭＬ中的参数：ｍ
＝３，αｍａｘ＝００１，ｋｍａｘ＝１，观察点 Ａ和 Ｂ分别置于亚网
格区域内和区域外．

图６显示了分别采用均匀粗网格，均匀细网格，ＳＦ
ＦＤＴＤ亚网格技术得到观察点的电场Ｅｚ的时域波形．可
以看到采用ＳＦＦＤＴＤ亚网格技术与采用均匀细网格所
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得结果吻合的更好，采用粗网格所得结果与以上两种

结果有所偏差，验证了ＳＦＦＤＴＤ亚网格技术的准确性．
算例２　如图７所示的二维带缝金属波导模型，计

算区域中的实线表示电壁，壁中缝的宽度为０２７ｍ．缝
的周围用细网格进行剖分，细网格的尺寸为０００３ｍ，细
网格区域大小为０３６ｍ×０３６ｍ，其他区域用粗网格进
行剖分，粗网格的网格大小０００９ｍ，为工作波长的十分
之一，粗网格和和细网格区域的时间步长 Δｔ都取粗网
格区域的最大离散时间步长．该模型的上下两边为周
期边界，左右两端用 ＣＰＭＬ进行截断．在该波导模型的
左端靠近ＣＰＭＬ的位置设置平面波源，波源形式与算例
１相同，其中 Ｔｗ＝０１９ｎｓ，ｔ０＝４Ｔｗ，观察点 Ａ和 Ｂ分别
置于亚网格区域内和区域外．

图８给出了三种网格剖分方式在观察点处电场 Ｅｚ
的时域波形．采用 ＳＦＦＤＴＤ亚网格技术与采用均匀细

网格计算所得结果吻合的更好，采用粗网格所得结果

与以上两种结果有所偏差，再次验证了 ＳＦＦＤＴＤ亚网
格技术的准确性（本文所采用的算例在长时间的时域

迭代中仍能够得到准确稳定的数值结果）．

表１给出了三种网格剖分方式的运行时间和内存
占用情况，从表中可以看出，ＳＦＦＤＴＤ亚网格技术的计
算效率和内存占用情况与均匀剖分的细网格 ＦＤＴＤ相
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比优势十分明显，与均匀剖分的粗网格 ＦＤＴＤ相比，其
计算效率和内存占用差距并不是很大．（计算环境为Ｉｎ
ｔｅｒ（Ｒ）Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ７４７９０ＣＰＵ＠３６０ＧＨｚ台式机）

表１　三种剖分方式运行时间和占用内存对比

计算方法
运行时间

（ｓ）
内存需求

（Ｍｂ）
空间步长

（ｍ）
时间步长

（ｐｓ）

ＦＤＴＤ粗网格 ４．０１２ ０．８８２ ０．００９ ２１．０１９

ＦＤＴＤ细网格 １１７．９３７ ７．３６１ ０．００３ ７．００６

ＳＦＦＤＴＤ亚网格 ７．３１２ １．３２１
０．００９（粗） ２１．０１９

０．００３（细） ２１．０１９

５　结论
　　本文提出了基于 ＳＦＦＤＴＤ算法的二维亚网格技
术，由于ＳＦＦＤＴＤ算法可通过空间滤波来扩展ＦＤＴＤ方
法的ＣＦＬ稳定条件，将其与亚网格技术进行结合，从而
使得亚网格区域的时间步长可取与粗网格一致的时间

步长，从而提高了计算效率．在保证计算精度的前提下，
ＳＦＦＤＴＤ亚网格技术明显减少了计算时间，降低了内
存需求，在正确性和有效性方面达到了很好的平衡．
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